Ideaux résultants  by Jouanolou, J.P
ADVANCES IN MATHEMATICS 37, 212-238 (t 980) 
ldeaux RCsultants 
J. P. JOUANOLOU 
Institut de Recherche Mathe’matique Avancee, Universite Louis Pasteur, 
7, rue RenC Descartes, 67084 Strassboug Gdex, France 
L’objet de cet article est de rassembler un certain nombre de proprietes des 
ideaux resultants. On applique notamment la theorie de la dualitt pour en 
donner une resolution, et par suite, obtenir une majoration des degrcs d’un de 
leurs systitmes de generateurs. 
1. PR~LIMINAIRES G~OM~TRIQUES 
Soient K un anneau commutatif et (Xi)rcis,n indetermides. On suppose de 
plus don&s un entier Y  > 1 et des entiers dj (1 <j < Y) ordonnes de facon 
dbcroissante: 
dl 3 d2 2 ... > d, . U-0) 
Pour tout jE [l,..., Y], on note 
le polynome homogene gencrique de degre dj , et on designe par A l’anneau 
des coefficients universels 
A = 4u,,,I (1 <i < Y, / OL 1 = di). 
Posons en outre 
C = A[X, ,..., X,], B = A[& s.e.1 &ll(fi ,fi ,...,fr) 
S = spec A, Y = spec B. 
U-1) 
L’anneau B &ant grad& [au moyen des X,), soit 
X = proj(B) C I’:-‘, 
i.e., X = ((zfj,J = u E S, x E Pl-‘/fi(u, 3) = 0, j = 1, 2 ,..., z-1. 
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Le schema X &ant projecti’f sur S, l’image schematique de X par la projection 
canonique X-+ S est un sous-schema ferme, note T, de S, et admettant la 
description suivante. Notant 
on a 
Ol = Ker(A = I’(& 0,) 5 r(X, or)), 
T = spec(A/a) c-5 spec(A) = S. 
On a done un diagr ammme commutatif, qui precise certaines notations, 





qui admet l’interpretation geomkrique suivante. Le schema S parametre les 
familles d’equations d’hypersurfaces (HI ,..., H,) de Pl-‘, avec dO(H,) = dj 
(1 < j ,< r), et un point de S appartient a T si et seulement si les hypersurfaces 
qui lui correspondent ont un point commun. 
L’idCal ad definissant T dans S est appek id&al rhultant des T polynomes 
fr ,...,fr . C’est lui qu’on se propose d’etudier. 
Prtkisons la structure geometrique de X. Tout d’abord, on a une immersion 
fermee canonique 
S =SpecA %SpecB = Y (XI = ... =X, =0) 
et, posant 
V=YIS, (1.3) 
la projection canonique V -+ X fait de V le complementaire de la section nulle 
du fibre en droites canonique sur X. Par ailleurs, la projection canonique 
s xI,P[-‘3x+ pkn-1 
04 5) - 5 
munit X dune structure de fib& vectoriel sur Pg-l. Plus prtcidment, si L est 
le fibre en droites canonique sur Pz-‘, le monomorphisme de fib& canonique 
LC pi-1 x k” 
delinit par passage a la puissance symetrique dj-&me (1 < j < t) un mono- 
morphisme de fibrts 
‘yi: L@‘j 4 P;--l x Sdj(k”) 
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et, posant 





Par image reciproque par la projection canonique 
on endeduit pour tout i E [I, Y] un morphisme surjectif de fib& vectoriels 
ej: (E,“)* x Sdi(k”) - (E,“)* x k, 
(51 d * (5, g(5)) 
au-dessus de (IEkn)*, et on a 
V = 6 Ker(Bj). 
j=l 
(1.5) 
Ces considerations montrent en particulier que X est Zisse sur k. 
Enfin, pour tout i, notant Sj I’hypersurface lieu des zeros defi E T(P, O~(dj))~ 
le schema X est, dans P. intersection compkte globale des tij . Autrement dit, 
posant 
d = ($ O’,(-d,), (1.6) 
i=l 
le complexe de Koszul 
est une resolution de Or . I1 suffit de le verifier sur les cartes locales usuelles de 
P, par exemple sur la carte X,, # 0. Mais, notant pour toutj par cj le coefficient 
de X,“j dansfj , il est clair que les polynomes 
forment une suite reguliere dans A[X, ,..., X,-i]. 
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2. QUELQUES PROPRIMS DES COMPLEXIS DE KOSZUL G~~NERIQUES 
Les notations &ant celles du paragraphe precedent, on pose de plus 
S = d, + dz -1. + d, - n. P-1) 
On se propose d’etudier le complexe de Koszul grad& defini par la suite 
(fl9fi v-,fA 
L.: . . . + 0 + C(-d, ..* -d,) 
I/ 
L-7 
. . . + C(-d,) @ . . . @ q-d,) -k++ c + 0 --+ ‘. 
II II 
L-1 LO 
dans lequel, pour tout entier p > 0, 
L.--v = A’@?) = @ C(-di, - ... - dip). (24 
l<i,<i,<--<i,<l 
Notant &I l’ideal (XI , X, ,..., X,) de C, les groupes de cohomologie H*(L’) 
(4 # 0) sont A support dans le fermC V(d). Cela peut se voir facilement directe- 
ment en montrant que les fj (1 <j < T) definissent une suite reguliere dans 
chaque localis C[Xc’] (1 < i < n). On peut aussi remarquer que, en dehors de 
V(J), le complexe L’ s’identifie a l’image rkciproque par la projection canonique 
du complexe (1.7). 
Le complexe L’ donne lieu a deux suites spectrales ayant pour aboutissement 
l’hypercohomologie Hs(L’): 
I,? = Hdq(L’) e- E’+’ (2.3) 
“ET = Hd”(Hq(L’)) e= E”*. (2.4) 
Comme (cohomologie des fib& projectifs) 
H,i(C) = 0 (i f  n), 
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il resulte de (2.3) que, pour tout entier m, Em est le (m - n)-&me groupe de 
cohomologie du complexe 




obtenu en appliquant le foncteur H& au complexe L’ . Par ailleurs, comme, pour 
q # 0, H*(L’) est a support dans V(d), on a 
“Er = H&“(H’(L’)) = 0 lorsque p # 0 et q # 0. 
0 0 
. . . 
0 * 0 
---I . 
La suite spectrale (2.4) montre alors que: 
E” = H”‘L m<O 
= H&“(B) m 3 0, 
(2.6) 
car Ho(L’) = B. 
Enfin, sip est un entier 20, on a 
L-” = l<i <@ C(-dil - di, - ... - d,,), 
1 . ..<i.<r 
d’ou rksulte que, pour tout Y E E, la dme composante homogbne 
fb”(L-“)y = @ H~n(C)Y-d*l-d,,--..-dfp . 
l&i,<i,<*--<i&r 
(2.7) 
En particulier, vu (1.0) et le fait que 
H&“(C), = 0 (v > -n) 
(cohomologie des fib& projectifs), on a 
H.#(L-P)~ = 0 lorsque v>d,+d,+...+d,-nn. (W 
Faisons un bilan des divers rksultats obtenus par cette methode. 
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2.9. Gas I < n. (a) Le complexe L’ est acyclique sauf en degre 0. 
(b) Lorsque i < n - r ou i > n, on a 
H&z) = 0. 
Lorsque n - T < i < n, 
H&3)” = 0 db que v>dl+ ..a + d,,-, - n 
(noter qu’alors 0 < n - i < Y). Enfin, 
Hy(B) = Ker(Hdn(L-‘) -+ HA-(L-‘+‘)), 
done 
Hs’(B)y N H~n(C)v-dl-...-d, (dl + a.* + d,-, - n < v d d, + .*a + d, - n). 
En particulier, 
wy(B), = H”&“(C)-, N A, 
le demier isomorphisme provenant du calcul de la cohomologie des fib& 
projectifs. 
2.10. Gas I > n. (On pose H,(L’) = W1(L’).) 
(a) Lorsque i > * - n, on a H,(L’) = 0. 
Pour 
O<i<r-n, 
H,(L’), = 0 (V > dl + dz + *I. + dn+i - n)* 
Enfin, l’egalitt 
H,-,(L’) N Ker(H&L-‘) + HJ*(L-~+~)) 
montre que 
H,-,(L-), N- HAS(C),-,,...-, (d, + a-- + d,-, - n -c v < 4 + -*- + 4 - 4. 
En particulier, 
H,-,(L)a N H/(C)-, = A. 
(b) On a H&B) = 0 (i > n). 
Lorsque 0 < i < n, 
HJ(B)y = 0 (v > dl + dz + ..* + dn-i - n). 
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2.11. Cas r = n. 
(a) L’ est acyclique sauf en degrt 0. 
(b) Lorsque i > n, H.&B) = 0. 
Pour 0 ,( i < n, on a 
De plus, 
H”,&(B)” = 0 (v > dl + ... + d,-i - n). 
HMO(B) N Ker(H.#(L-“) --f ff~~(L++l)). 
Par suite, 
et en particulier 
2.12. Lorsque r < n, ou r > n et 
v > 6 = dl + ... + d, - n, 
k complexe L,’ dkjkit une rhsohtion libre du A-mod& B, . 
Cela rksulte aussitbt de 2. IO(a) et 2.11 (a). P ar ailleurs, les difftkentielles de L,’ 
sont 5 coefficients dans l’idCa1 n engendrk par les U,,, , d’oh: 
ToriA(A/n, B,) N Lpi/n L/ (i > 0). 
On en dtduit que la dimension projective de B, est &gale au plus grand entier 
i 3 0 tel que L/ # 0, d’oh, en explicitant: 
dp,(B,) = max{O < p < r 1 v 3 d, + drml + ... + d,-,) 
lorsque r < n, ou r > 71 et v > 6. 
(2.12.1) 
2.13. Pour tout 1 < i < r, on d&hit de manikre unique des polynbmes fii 
(1 <j 6 n) dans A[X, ,..., X,] par les conditions: 
fi = jJ xjf<i 9 
j=l 
fij 6 A[Xl 9 X2 p-*., X,1- 
(2.13.1) 
Lorsqw r = n, comme (X, ,..., X,) et (fi ,..., fn) sont des suites rCguli&res de C, 
avec (fi ,..., f,,) C (XI , X, ,..., X,) = 4, il rksulte d’un lemme de Wiebe 
IDhAUX RhILTANTS 219 
(Uber homologische Invarianten lokaler Ringe, Math. Annalen 179 (1969)) 
que la classe A du determinant 
f. 11 -.- f In DC: ; 
I I 
(2.13.2) 
. . . f fnn TZl 
dans B est une A-base du sous-d-module de B form6 des elements annul& 
par A, et par suite (2.11) de HA”(Q . Adaptant un argument de Hurwitz [2], 
nous allons donner une preuve directe de ce dernier point. 
Tout d’abord, A est de degre 6 en (X1 ,..., X,), et, par combinaisons lineaires 
de colonnes de (2.13.2), il resulte de (2.13.1) que 
Xi0 = 0 (1 < i < 4, (2.13.3) 
done d E iYdo@Q, . Comme Hd”(B)o N A (2.1 l), il s’agit done de montrer que si 
l’on a une egalite 
A =ae (a E A 5 E H,O(BP), (2.13.4) 
alors a est inversible dans A. Pour tout in [l, a], H&e(B), est un K[IY~,J~~~=~; 
sous-module gradut sans torsion de B. Comme A est homogene de degrC 1 en 
l’ensemble des U,,,(l ar 1 = di), il resulte de (2.13.4) que a et f sont homogenes 
de degrt 61 en les coefficients de fi . Comme 5 # 0, le lemme (2.135) ci- 
dessous, applique a un relevement FE A[X, ,..., X,], homogene en les coeffi- 
cients de fi , de f, montre que a est, pour tout i, independant des coefficients de 
fi . Par suite, a E K. Utilisant la specialisation 
f$+Xtd’, 
on deduit alors de (2.13.4) I’CgalitC 
p-1 0 . . . 1 0 
0 x2-1 0 
= a< mod(X2, Xzdg,..., X2) 
. . 
0 . . . pt-1 n 
dans K[X, ,..., X,], qui montre aussit6t que a est inversible dsns K. 
LEMMA 2.13.5. Soit GE A[X, ,..., X,,] un poi+nte homog&e en ks CM@- 
cients de fi . Si la classe G de G dans B appartient ii HMO(B), aloes: 
- oubienG~(f,,f, ,..., fi ,..., f,,), doncc=O, 
- ou bkn le degre’ de G en ks coe#icients de fi est 21. 
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Preuve. Par hypothbe, il existe un monome homogene Xa et des elements 
h r ,..., h, E C (il suffit de prendre ( CL 1assez grand) tels que 
XaG = h,fi + .+. + hnf,, . (2.13.6) 
Comme G est homogene en les coefficients de fi , on peut de plus supposer que 
les hj le sont Cgalement. Dans ce cas, lorsque G ne depend pas des coefficients 
de fi , il resulte de (2.3.16) que hi = 0, done 
XaG E Cfi + Cfi + ... + C$ + ... + Cf,, . 
Autrement dit, la classe y de G dans 
C/(fi , fi ,...I k r..., fn) = B 
appartient a H&O(B), q ui est nul, d’apres 2.9(b) applique en remplacant l’anneau 
k par k[ U,,,]llll + . D’ou le lemme. 
COROLLAIRE 2.13.7. Lorsque Y = n, notant J le jucobien / afj/i3Xj I, on a 
I’kgalitC 
j = d,d, ... d,,A 
dam HMo(B)s . 
Preuve. Tout d’abord, on a pour 1 < i < n les CgalitCs suivantes dans C 
afiiaxl ,..., xi afiiaxi ,..., afiiaxn 
Xi/= ; 
af,/ax, ,...,xi af,iaxi,...,afnlax, 
afsx, ,..., dIfi ,..., afiiaX, 
z . 
ajnjax, ,..., dnfn ,..., af,!ax, 
la deuxieme s’obtenant en ajoutant a la i&me colonne les multiples par Xj des 
jemes (j # i), et en appliquant la formule d’Euler. On en deduit aussitot que 
Je Hdo(Q. Avec la notation (2.13.2) il existe done b E A tel que 
J SE bD mod (fi , fi ,..., fn). 
Comme J et D sont homogenes de mCme degrt par rapport a l’ensemble des 
coefficients de chaque fi, il est clair que b E k. On obtient alors la valeur de b 
par la specialisation 




0 . . . 





= - b pa-1 2 mod(X,d’,..., X2) 
0 x+-l n 
darts K[X, , X, ,..., XJ, d’oh l’assertion. 
2.14. Supposons maintenant Y > n. Nous allons alors expliciter une A-base 
de iYT&‘)e N A (2.10(a)). 
Soit e, , e2 ,..., e, la base canonique de C(-d,) @ ... @ C(-d,) =L-l, 
avec deg(e,) = di (1 < i < I), et considerons l’eltment 
f T(l).1 f&Lz **. frh).n 
K = c C(T) ; : ; eT(,+l) A ... * e,(d , (2.14.1) 
T f &).l f4d.z ... f4d.n I 
oh 7 parcourt l’ensemble des touilhzges (shuffles) [I, Y] + [I, Y], i.e. des applica- 
tions telles que 
T(1) < T(2) < *‘* < 7(n), 
T(fl + 1) < T(?Z + 2) < “’ < T(Y). 
PROPOSITION 2.14.2. L’&ment K est un cycle du complexe de Koszul L’ et 
sa classe R dans H&L’) est une A-base de H,-,(L’)S. 
Preuwe. Notant ec , e$ ,..., eT la base duale de (e, ,..., er), avec deg(e:) = 
-di , la differentielle du complexe de Koszul est fournie par le produit interieur 
dr = Y I (fd +fie,* + 0-e +fd) (Y EL’). 
Rappelons que pour tout anneau commutatif R et tout A-module projectif de 
type fini E, on a pour tout entier p > 0 une dualite parfaite 
APE OR A”(E) + R 
( ulh”~ht(p)@(w,A *** A wp) M det((g , etj)) 
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et que, dans cette dualitt, produit interieur et produit exterieur sont adjoints 
l’un et l’autre. 
flp’E OR A”(E) 
Ltp-‘E OR A”-‘(IT) 
Si 5 1 ,..., tTpnpl EL-~, on a done 
Cd& 51~ ... * L-1) = <K 6, * * ET--n-l * (fd + ... +fX%. 
(2.14.3) 
Nous allons voir que cette derniere quantite est nulle, ce qui montrera que 
dK = 0 par dualite. Or le developpement de Laplace des determinants montre 
que la 2eme membre de (2.14.3) est Cgal au determinant 
. . fi 
k f 7 t fi 
51, 62 *...> L-l : ’ 
f F-1 .” fm J J J f7 
(2.14.4) 
oh les ti , Ccrits dans la base duale de L-l, sont identifies a des vecteurs colonnes. 
D’aprb (2.13.1), la derniere colonne de (2.14.4) est combinaison lineaire de TZ 
premieres, d’oh l’assertion. Sachant que HT-,(L’)8 cv A, il reste a voir que si 
l’on a une Cgalite 
K - a[ mod d(Ar-n+lL-l), (2.14.5) 
avec a E A, et 6 E A’-“(L-l), , alors a est inversible dans A. Soit w E A’en+l(L-l) 
tel que 
K = at + dw. (2.14.6) 
Notant vi (1 6 i < n) le vecteur colonne (fii , fzi ,..., frJt, le developpement 
de Laplace des determinants et (2.14.6) montrent que, pour toute suite h, , 
h 2 ,,.., h,-, d’elements de (L-l)’ Ccrits dans la base duale (ec , e.f ,..., e:), on a: 
det I v1 , v2 , . . . . vn , 4 ,..., L, I 
= 45, h, * h, * *.. * h,-,,) + <w I (f,e: + ... +fre:), h, A ... A A,-2 
= a((, h, A h, A ... A h,-,) + (w, h, A ... A h,-, A (f,e: + ... + f,e,*)>. 
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Lorsque hi = e,*,i (1 < i < r - n), on en deduit en particulier 
= 45, e,*,, A ..* h e:) + 5 fi(w, ez+;, A *** A e: h ei*). 
i=l 
(2.14.7) 
Or (2.14.7) s’interprete comme une eggalit du type (2.13.4), oh I’on a remplace 
k par k[ V,,,] (rr + 1 < i < I, 1 a! 1 = di). Par suite (2.13), a est un Clement inver- 
sible de ce dernier anneau, done de A. 
2.15. Le theoreme de dualite pour la projection f: P,“-l-+ S permet de 
donner une autre interpretation du complexe H.,@(L) et de sa cohomologie. 
Rappelons en effet que Hdn(C)-, 3 A et que, pour tout b E Z, l’application 
A-lineaire, 
&AC), @A C-n-, - fLr’YC)-n(-4 
(z, c) t-+ cx 
est une dualite parfaite de A-modules. 
Notons pour tout entier k par L’(k) le complexe des parties homogenes de 
degre k de L’, de sorte que 
M(“) = Hom,(L’(k), A) 
denote le complexe 
dans lequel le symbole “ v ” designe la dualite par rapport B A. 
Utilisant en particulier l’egalite, valable pour tout entier s E [0, Y], 
0 Gil+...+d*,-n-b = 0 G-djl-...-dj,*-b 9 
II<.-+ &<“.a, 
on obtient par dualite un isomorphisme de complexes de A-modules 
H&“(L’)(b) N M+b)[r] = Hom,(L’(G - b), A)[Y], (2.15.1) 
et partant des isomorphismes de A-modules 
Hi(Hd”(L’))b N H++j(iW-). (2.15.2) 
w/37:3-4 
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Comparant avec (2.6) on en deduit, avec la notation homologique deja 
utilisee (2.10), 
ff,(L$ E ff+-qlp)), j > 0, (2.15.3) 
f&Qqb E f$-+jp(-Jj j 3 0. 
EXEMPLES. 2.16.1”) Supposons r > n, et notons F le conoyau de l’application 
canonique 
d,: L;--+--l --f L;-‘. 
D’aprb 2.10(a), on a done des suites exactes 
et 
o+L,‘+L,‘+1-+ *~*-+L,n-r-~+L~-‘+r-+O (2.16.1) 
O-A~r--tL,“-T+1-L~-‘+2___t...----fCd----fBs-0, 
(2.16.2) 
oh le morphisme E a kC explicite en (2.14). 
Comme H,(L’),, = 0 (j > 0), il resulte de (2.15.3) que 
fp-n-yJp) = 0 (.i > 0). 
Compte tenu de ce que, posant Q = Coker(e), on a 
ExtA*(Q, A) N Extyn+l(B, , A), 
on deduit alors de (2.16.2) une suite exacte longue 
O--+ Q6 -----f (&l)” - *. . + (Ly+l)” 
” 
+ i; > A - Ext;-“+‘(BG , A) - Ext,r’(r, A) - 0. 
De mCme l’isomorphisme (2.15.3) 
HAp?)o N w-“+‘(M’6’) (j20) 
joint a l’exactitude de (2.16.1) montre que 
et que 
&i(B),, N Ext,J(T, A) (i > 1) (2.16.3) 
Im(g) N H’--n(M(G)) E HMo(B)o (2.16.4) 
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(2”) Supposons toujours r > tl. Si m est un entier >O, on sait (2.10) que 
le complexe L’(S + m) est une resolution de Bg+m . Comme H@.‘)-nz = 0 
(i > 0), on deduit done de (2.153) que 
ExtAj(BB+nt , A) = 0 (j < f - 4, (2.16.5) 
H&j(B)- N ExtTn+‘(B,, , A) (j b 0). 
3. Inkwx R&WLTANTS ET TRXGHEITSFORMEN 
3.1. Les notations &ant celles du paragraphe un, l’immersion fern& cano- 
nique S c+ Y donne lieu a une suite exacte de cohomologie 
0 --t HA”(B) + B + I’(V, 0,) + Hdl(B) --* 0 
ainsi qu’8 des isomorphismes 
HJ(B) r H*-‘( V, 0,) (i 3 2). 
Ces don&es sont compatibles avec la graduation definie par les Xi . Compte 
tenu du fait que I’ est le complementaire de la section nulle du fib& en droites 
canonique sur X, on en deduit, posant ox(l) = O,(l) 1 X, des suites exactes 
0 + H&“(B)” + B, --+ F(X, Ox(v)) + H,‘(B), + 0 @EZ) (3.1.1) 
et des isomorphismes de A-modules 
HM’(B)” r H’-1(X, c?&&)) (v E Z) (i > 2). (3.1.2) 
3.2. On appelle classiquement idbal des “Trtigheitsformen” le noyau 2 de 
l’homomorphisme canonique de A-algebres 
C = A[X, ,..., X,J --t r( V, 0,). 
Vest done un sous-ideal grad& de C, image reciproque par Ia projection 
canonique C -+ B de H&O(B): 
Z/(fi ,***, fr) 3 HMO(B). (3.2.1) 
Par ailleurs, il rksulte immtdiatement des definitions et de (3.1.1) que 
02 = 2, = H&O(B), C A. (3.2.2) 
PROPOSITION 3.2.3. Soit FE A[X, ,..., Xn] = C. Les assertions suivantes 
sont @ivalentes. 
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(i) F est une Tragheitsform. 
(ii) II existe un entier N > 0 tel que 
XmF~ (fi ,fi ,...,fr) 
pour tout multi-indice cy. E N” de poids N. 
(iii) II existe un multi-indice (Y E Nn tel que X&F E (fi ,..., f,.), 
Lorsque r < n, ces conditions impliquent de@ que FE ( fi ,..., fr). Lorsque r > n, 
et F est homogene de degre’ m en les Xi , l’entier N de (ii) peut &tre pris &al a 
max(0, 4 + ... + d, - n + 1 - m). 
Preuve. L’equivalence de (i) et (ii) resulte aussit6t de I’isomorphisme (3.2. I). 
11 est clair que (ii) * (iii). Montrons (iii) 3 (i). Comme V est un fib& vectoriel 
sur Esn 2 S (1.5), Xa n’est pas diviseur de 0 dans T( V, U,), done la fleche 
verticale droite du diagramme commutaLif evident ci-dessous est injectivc 
Par suite, 2 est aussi le noyau du morphisme evident C + Bra , d’oti l’assertion. 
Lorsque r < n, on a vu (2.9) que II.,aO(B) = 0, done 2 = ( fi ,..., fr). Supposons 
Y > n, et F homogtne de degre m. On sait [(2.10) et (2.1 l)] que 
IIko(B)y = 0 d&s que v  > d1 + *.* + d, - n. (3.2.4) 
Par suite, lorsque m > d1 + d, + ... + d, - n + 1, necessairement FE 
(fi ,...,fr). Si par contre Si par contre m < d1 + d, + ... + d, - n + 1, on a 
pourtoutoldepoidsd,+..+d,--n+ 1 -m 
X@FE %l+...+~,--n+~ = (fi ,...,f~)dl+...+d,--n+l 3 
d’aprks (3.2.4) pour v  = d1 + ... + dn - n + 1. 
COROLLAIRE 3.2.5. (i) Lorsque r < n, la projection canonique A--+ S est 
surjective, i.e., GY = 0. 
(ii) Lorsque r > n, 
CZ=(a6AIXUaE(fi,..., f,)pourtoutcu.depoidsd,+...+d,-n+l} 
= {a E A 1 X”a E( fi ,..., f,.) pdur un 01 de poids d1 + ... + d, - n + l}. 
Preuve. Appliquer ce qui precede avec m = 0. 
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3.2.6. 11 resulte de (3.2.3) que l’ideal02 est multi-grad& pour les graduations 
sur A definies par le degre total par rapport aux coefficients de l’un quelconque 
des polynomes fi . 
3.3. On su@ose darts ce paragraphe que r 2 n, et on se propose de voir 
qu’alors le morph&me g: X-+ T est birationnel, et d’en tirer quelques cons& 
quences. 
PROPOSITION 3.3.1. On suppose I 3 n. &ant don& t E T, les assertions 
suivantes sont equivalentes. 
(i) I1 existe un voisinage ouvert W de t dans T tel que 
g/g-l(W):g-l(W)-+ w 
soit un isomorphisme. 
(ii) Le k-schema Test lisse en t. 
(iii) II existe une Trtigheitsform p E A, qu’on peut sup~oser homogkne par 
rapport a l’ensemble des coe@Gnts de chaque fi , dont la di@rentielle dp E Q>lk 
est non nulle en t. 
De plus, au moins lorsque k est integre, l’ensemble des t E T v&fiant ces conditions 
est un ouvert dense de T, au-dews duquel g est un isomorphisme. 
Preuve. Le schema X, fib& vectoriel sur Pt-’ (1.4), est lisse sur k, d’oh 
(i) + (ii). Si T es t 1 isse en t sur k, de codimension v  dans S au voisinage de t, 
il existe d’aprb le critere jacobien de lissete v  Tragheitsformen p1 ,..., py E A 
telles que 
41 A dpz A ..’ A dpy E S&,* 
soit non nulle en t. A fortiori, dp, # 0, d’oh, quitte 5 remplacer p1 par l’une de 
ses composantes multihomogenes en les ensembles de coefficients de chaque 
fi , l’assertion (iii). Pour monter (iii) * (i), nous utiliserons le lemme suivant. 
LEMME 3.2.2. Soit p E GY. Alors, pour tout entier i E [I, r], et tout couple 
(8, y) de multi-indices, avec 1 /? 1 = 1 y / = di , on a 
Montrons le lemme. D’aprbs (3.2.3) 1 i existe un multi-indice OL, qu’on peut 
d’ailleurs prendre de poids d1 + ... + d, - n + 1, tel que 
X”P = CIfi + *** + C,fP > avec ciEC(l <;,<I). 
228 J. P. JOUANOLOU 
Par derivation par rapport a Ui,a , on en deduit 
(3.3.3) 
et une egalite analogue en remplacant /3 par y. D’oti aussitot 
x-a ( E (fl ,fi ,..., fT) dans C, 
ce qui permet de conclure par (3.2.3). 
Montrons enfin comment le lemme implique (iii) 2 (i). L’hypothese implique 
qu’il existe un i, et un ,3 avec 1 ,f3 1 = di , tels que ap/aUi, ne s’annule en aucun 
point d’un voisinage ouvert W de t dans T. Sur W, on peut done definir un 




: w-s p$3* 
iYl=di 
De plus, il rksulte (3.3.2) que, notant w le plongement de Veronese evident, on 
a un diagramme commutatif 




Le morphisme o 0 g est une immersion fermee, done g est une immersion 
fermee. Comme, par definition, West l’image schematique de g-l(W), on voit 
que g j g-l(W) est un isomorphisme sur W. 
11 est clair que I’ensemble W, des points t E T verifiant les conditions Cqui- 
valentes de la proposition est ouvert. Montrons qu’il est non lvide lorsque k 
est integre. Comme la formation de G? est compatible avec les changements 
de base plats, on peut d’abord remplacer k par son corps des fractions, puis, 
lorsque k est un corps, par le corps premier F qu’il contient. Alors l’assertion 
est Cvidente, car F est parfait et T integre de type fmi sur F. 
3.3.6. La conjonction de (3.3.1) et (3.3.5) montre que la projection 
T: T - Spec k 
est a fibres de dimension constante &gale a 
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En effet, lorsque k est un corps, la projection g: X+ T est un morphisme 
birationnel entre k-schemas integres de type fini, et la valeur de la dimension 
de X est fournie par (1.4). 
En particulier, lorsque K est un anneau noetherien, on a 
3.3.7. D’aprb (3.1.1) et (2.10. b)), on a 
B, !=# w, w4 (v > dl + d, + .*+ + d,, - n). 
Comme X est un fibri: vectorill sur Pr’ (1.4), on en deduit que 
CPG = ann,,(B,) (v >d,+d,+ ..*+d,,-n). 
Par suite, notant fV l’ideal de Fitting engendre par les mineurs de rang maximum 
de l’application A-lineaire 
c,+ @ C”_,, @ *.. @ C”&, 0 C” , 
on a des inclusions 
En particulier, lorsque k est integre, I’idCal 02 est premier et egal Q la racine de 
fy . Plus precisement, ad est l’unique ideal premier minimal parmi ceux contenant 
fV , et il le contient “avec multiplicite un,” i.e., 
En effet, on voit par localisation par 6Y que 
(&)~a = r(X, W4>a = WC %), = &Wa , 
le dernier isomorphisme rbultant de ce que g: X-t T est birationnel (3.3.1). 
L’assertion provient alors de la stabilite des ideaux de Fitting par localisation. 
3.4. Avant d’enoncer la proposition suivante, precisons quelques notations 
utiles dans ce paragraphe. 
Si L est un anneau et f ELIXl ,..., X,l, nous poserons 
f = f (Xl, x, ,..., x,-, , 1) E L[X, ,..., X,-J. 
Nous noterons 
(3.4.1) 
A, = k[ Vi,, I 1 < i < I, I CL I = di , a # (0 ,..., 0, di)], 
Eg = vi, lorsque (y. = (0, 0 ,..., 0, di). 
(3.4.2) 
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Enfin, pour toute k-algbbre L, nous noterons T le L-automorphisme 
-q$ ,..., ET, T, ,..., TJ + L[q ,..., cr , Tl ,..., T,.]. 
ei G ci - Ti , 
Ti t+ Ti . 
hOPOSITlON 3.4.3. Le morphisme de C-algibres 
a pour noyau 
C[T, , T, ,..., TJ - C[X;‘l, 
W, ,..., Tr) t-+ P(fllX~,...,f,/X,dl), 
d2C[T, , T, ,..., TrJ). 
(Bien entendu, dans cet CnoncC, T a CtC defini, en considerant que 
avec 
C[T, ,... , TJ = Lk, , ~2 , . . . . ~1. , TX ,..., T,], 
L = A,[X, , X2 )..., X,]). 
Preuve. Posant fi = ciX$ + hi (1 < i < Y), avec hi E A,[X, ,..., X,], on 
definit un isomorphisme de A,[X, ,..., X,]-algebres 
[A[-& ,..., X, > X,-‘l/Vi ,...,fr)lP’~ >..., T,l - 4x1 >..., ;k;, > X11 
(3.4.4) 
par les formules 
L’isomorphisme inverse est don& par ci H Ti - hi/X,‘. Notant “can” le 
morphisme d’anneaux canonique C --+ B[X$], de noyau 2, on s’assure aussitot 
que le diagramme 
C[T, ,..., TJ “can”(*l”“J”r) + BIX;I1][Tl ,..., T7] 
1 1 7 64.4) 




est commutatif, d’oh l’assertion. 
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COROLLAIRE 3.46. Le mrphisnte de A-algkbres 
a pour noyau 
Ker(v) = T(~A[T, ,..., T,]). 
(Bien entendu, T est de&i en prenant L = A,.) 
Preuve . Le morphisme T de (3.4.3) est homogene de degre 0 pour la gradua- 
tion naturelle de C[T, ,..., TV] definie par les Xi , et co’incide en degre 0 avec 
le morphisme T de (3.4.6). Par suite, 7(GZA[T, ,..., T,]) est le noyau du mor- 
phisme de A-algebres 
W, ,.-., TJ - CFG’I, 
V’, ,..., T,.) ‘E+ P(f,/X: ,..., &/X2). 
Comme les X,/X,, (1 9 i < n - I) sont algebriquement independants sur A 
dans C[X,“], et 
le corollaire rksulte aussitot de (3.4.3). 
COROLLAIRE 3.4.1. On garde les notations de (3.4.6). Si maintenant r dksigne 
l’augmentation janonique 
on a l’hgalite’ 
A[T, ,...> TJ - A, 
Ti ct 0 
GL! = w(Ker p)). 
Preuve. ImmCdiat. 
Une autre facon d’enoncer (3.4.7) est de dire que, pour qu’un element a de 
A appartienne 2 l’ideal resultant GY, il faut et il suffit qu’il existe un polynome 
PE A[T, ,..., TV] tel que 
P(O,..., 0) = 0, 
a = P(J ,...J.). 
Pour pouvoir Cnoncer de manihe plus commode le corollaire suivant, nous 
noterons pour tout i E [ 1, r] par Vi le “vecteur” 
ui = (UiJlol-dj , 
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oh les CY. sont, par exemple, ordonnes par l’ordre lexicographique. De plus, 
nous noterons si le “vecteur” 
si, = 0 si 01 # (0 ,..., 0, di), 
zz I pour ac = (0 ,..., 0, &). 
Avec ces notations, on a le corollaire suivant. 
COROLLAIRE 3.48. Soit m un entier 30. Notant 8, l’application A-linbaire 
t’,: C, -+A[& ,..., X,-J 
A t-+ h( u, - J,Sl ,..., lJ, -j& ) Xl )..., X,-l ) 1) 
on a l’lgalite’ 
2, = Ker(0,). 
Preuve. Soit h E C. D’aprb (3.4.3), ou plus clairement la commutativite de 
(3.4.5), pour que h E 5, il faut et il suffit que 
T(h)(f,lX~,...,f,iX,d’) = 0, 
soit 
h(C’,-&$..., UT-f78 x;,...,x,) =o. x% r, (3.4.9) 
n 
Posant fi = X,/X,, E C[X$j, le premier membre de (3.4.9) s’ecrit aussi, 
comme h E C, , 
xnmw-4 -A(‘5 ,*a., En-,)% >..., u, -.m% > 51 ,..-, 4,-l 9 1). 
Autrement dit, (3.4.9) Cquivaut a 
h(Ul -flw, 1**., ur 4&w,, 51,..*, L-1, 1) = 0, 
d’oh l’assertion, compte tenu de ce que tr ,..., &+, sont algebriquement inde- 
pendants sur A dans C[X$]. 
4. DUALITY ET RESOLUTION DE L'IDBAL F&SULTANT 
Dans ce paragraphe, on suppose toujours Y 2 n. Les notations sont celles de 3, 
et on pose en outre (1.2) 
h=foi=jog. 
Rappelant (2.1) que 6 = dr + ds + ... + d, - n, on a I’assertion suivante. 
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PROPOSITION 4.1. On a WI quasi-isotnmphisme 
Rh’(Os) N 0#[n - Y - 11. 
Preuve. On a tout d’abord 
Rh’(Os) N Ri’Rf’(0,) N Ri’(sZ~~~[n - 11) N Ri’(0,(--n))[n - 11. (4.1.1) 
Par ailleurs, X est intersection complete globale dans P, de faisceau normal 
N N 0,(-d,) @ **. @ 0x(-d7), 
d’oh A’(N) N 8,(--d, - *.. - d,). On en deduit que pour tout @,.,-module 
localement libre F 
W(F) N F @ &(N)‘[-Y] N F(d, + *.* + d,)[-r], (4.1.2) 
d’ou l’assertion par comparaison de (4.1 .l) et (4.1.2) avec F = O,( -a). L’Cnonct5 
suivant montre qu’une variante du theoreme de Grauert et Riemenschneider 
s’applique dans notre cas (rappelons que g: X-t Test birationnel (3.3.1)). 
PROPOSITION 4.2. (1) Hi(X, O,(6)) = 0 (i > 0). 
(2)(a) Si r > n, l’application A-liniaire canonique 
& -+ WC W9) 
est un isomorphisme. 
(b) Lorsque r = n, on a une suite exacte stable par changement de base 
0 + A -% B6 - QX, O,(6)) - 0, (4.2.1) 
o& A est la classe du d&erminant (2.13.2). 
Preuve. La partie (2) est mise 19 pour m&moire. Lorsque r > n, elle resulte 
aussitot de la suite exact (3.1.1) et du fait 
HJ’(B)a = HJ’(B)p = 0. (2.10. b) 
Lorsque Y  = n, on a HM’(B)~ = 0 d’apres 2.11 b), et on a vu dans (2.13) que A 
est une base de Hdo(B)8 . Montrons la partie (1). Posant, comme dans (1.6), 
6’ = 6 W-4), 
j=l 
on deduit de l’acyclicite en degre #O du complexe de Koszul 
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I’existence d’une suite spectrale 
EPQ = R”f&t-V)(S)] => E”+’ = RD+qh,(9,(6)), 
dans laquelle, vu la cohomologie relative def: P:-l-+ S, 
Ey = 0 si 4 # (0, n - I), 
E;‘- zzz 0 si p f  -r, 
= 0s lorsque p = -r. 




L’assertion (1) en resulte aussitbt, ainsi d’ailleurs que l’essentiel de (2). 
COROLLAIRE 4.3. (1) Lorsque r > n, la dualite’fournit des isomorphismes 
Hi(X, Ux) N Ext~n+1+i(13s , A) (i E 72). 
(2) Lorsque Y = n, la dualite’ fournit des isomorphismes 
Hi(X, 19~) N Ext$+,+l(B, , A) (i # 01, 
et on a une suite esacte 
0 -----f .4/Q! s H”(X, 0,) -+ Ext,l(B, , A) - 0. (4.3.1) 
Preuve. D’apres le theorbme de dualite pour h, on a 
!Rh,(Ux) Y Rh,R Hom,,(Ox(S)[n - Y - 11, O,@)[n - r - I]) 
N Rh,R Hom,,(O,(6), Rh!(Os))[r - n + I] (4.1) 
N [w HomO,(lWh,(Ox(G)), S,)[r - n + I] (dualite) 
‘v [w Hom,(T(X, Ox(&)), A)[r - n + l] (“Grauert-Riemenschneider”). 
Compte tenu de (4.2., 2)), on en deduit le corollaire a l’exception de (4.3.1). Pour 
ce dernier, on a (3.1.1) une suite exacte 
0 - A/a -=k r&X*, ox) - H,yB), - 0. 
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Par ailleurs, nous avons vu (2.15.3) que, posant 
on a 
AP8) = Horn,&,‘(G), A), 
H&“(3). N fF(M(8’) (i E Z). 
Par ailleurs, lorsque r = n, L’ est une resolution de 3, d’oti 
Hdi(&, II EXt@, , A) (ieZ; Y = n). (4.3.2) 
4.4. Lorsque r = n, la dualite montre que 
Hom,(F(X, Or(h)), A) = H-l(X, ox) = 0 
et, par transposition, la suite exacte (4.2.1) fournit une suite exacte 
0 ----f B, -4 A 5 ExtJ(r(X, O,(6)), A) - Ext,l(B, , A) --+ 0. 
(4.4.1) 
L’CnoncC suivant montre que, a un signe prb, cette suite exacte co’incide avec 
(4.3.1). 
PROPOSITION 4.4.2 (r = n). Le diagramme szlierant 
A a, ExtAl(r(X, G(a)), A) 
can C t 
\I 
dualit par la 
est commutatif au signe prh. 
Preuve. Vu la fonctorialite des constructions effect&es, il suffit de la 
montrer lorsque k = Z. Alors A et QX, 0,r) sont integres; comme d est homo- 
gene de degre >0 en l’ensemble des Ui, , Im(d) est contenu dans l’ideal de 
l’augmentation canonique A + Z, done a # 0. L’annulateur de tout element 
de I’(X, @z) &ant @, on a done Im(d) = ol, d’oh, compte tenu de (4.4.1) une 
suite exacte 
0 - A/CT +++ r(X, 0) - EXt,‘(& , A) - 0. 
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Posant b = t-l 0 a( I), on en deduit un diagramme commutatif exact, dans leque1 
la lighe du haut n’est autre que (4.3.1), 
0 - A/G? --=& r(X, 0,) - Ext,‘(B, , A) - 0 
II 1 
b :u 
O-A,@! o-‘oa t qx, 0,) - Ext,& , A) - 0. 
D’oh une suite exacte 
0 --+ ExtA’(B8 , A) --S Ext,l(B, , A) - r(X, 0,)/b F(X, 0,) - 0. 
(4.4.3) 
11 nous faut voir que b = f 1, et pour cela il nous suffit, comme X est un fibrC 
vectoriel sur Pzt-‘, de montrer que b est inversible dans T(X, 0,). Supposons 
par l’absurde que ce ne soit pas vrai, et soit p un ideal premier de hauteur I de 
F(X, 0,) contenant b # 0. Comme T(X, UJ est fini sur A/@, l’ideal q = p n 
(A/Z) est de hauteur 1 dans A/U. Par ailleurs, comme X--+ T est birationnel, 
Ext,l(Bs , A) = Coker( U) a un support #T, done Ext,l(B, , A), est de longueur 
finie sur A, . Vu l’injectivite de uq , on en deduit que uq est bijective, done, par 
[4.4.3), 
en contradiction avec le fait que b E P. 
4.5. Lorsque Y > n, nous avons, en (2.16), construit une suite exacte longue 
o- (Y, - (Lily ----f . . . - (Lg-‘+y 
+ ? x A A Ext;-n+l(B, , A) ---+ Ext,l(T, A) + 0 (4.5.1) 
oh, rappelons-le, 
r = Coker(d,: Liprwl -+ Lt-‘), 
et E est defini par 
~(1) = K (2.14.1) 
L’enoncC suivant montre en particulier que 
Im(Z) = GY, 
et par suite que (4.5.1) fournit une rbolution explicite de l’idial GY de A. 
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PROPOSITION 45.2. (Y > n). Le diagramme 
A --% Exty”+‘(B, , A) 
\t 
can 1 c (dualite pour h : 4.3) 
est commutatif au s&e ph. 
Preuve. Elle est similaire a celle de (4.4.2). L’idke est de comparer (4.51) 
?i la suite exacte (3.1 .I) 
0 - AlGt = r(X, 0,) - fLr’(~)o - 0, 
dans laquelle (2.6.3) 
Hd’(E?)o N Ext,‘(T, A). 
Par fonctorialite, on se ramene a prouver (4.5.2) lorsque k = H. Comme K 
est homogene de degre >0 en les coefficients des fi, Im(Z) est contenu dans le 
noyau de l’augmentation canonique A + Z, done a(l) # 0; puisque r(X, Q) 
est integre, on en deduit que Im Z = GT. Posant b = &-lo a(l), on en deduit 
un diagramme commutatif exact 
0 - A/a a r(X, 0,) - ExtA1(I’, A) - 0 
II 1 
b :u 
0 - A/a r-1oa l l-(X, 0,) - Ext,‘;T, A) --+ 0 
et, par le lemme du serpent, une suite exacte 
0 + ExQ(r, A) -% Extff(T, A) - QX, C’,)/W(X, 0,) - 0. 
On en deduit, par l’absurde comme pour (4.4.2), que b est inversible dans 
T( X, Or), done b = &l. On observe B nouveau pour cela que, commeg: X -+ T 
est birationnel, le support du A/a-module Ext,l(T, A) est un fermt propre de T. 
Remurque 4.5.3. Le fait que F entre dans une suite exacte explicite de A- 
modules grad&s 
et l’explicitation (2.14.2) du morphisme E permettent, grace aux rbultats de 
Hermann [I] et Hilbert [Collected papers, Vol. II] (voir aussi D. Lazard [q) 
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d’obtenir drs renseignements sur les g&Srateurs de F, et partant ceux de a, 
alors que 1:~ th6orie classique (Kapferer [4]) n’envisage que des idCaux dont 
cpl est racinc. 
5. REMARQUES FINALES ET PROBL~MES 
Cet arlicle est un premier pas vers une Ctude systkmatique des variCtCs 
rksultantcs, analogue B celle rCaliste rkcemment pour les variCtCs dkterminan- 
tielles. La principale lacune actuelle est celle d’un CnoncC de changement de 
base (non mkessairement plat!) pour l’idCa1 GY. Plus gkkralement, on peut se 
demander si, lorsque k = Z, le complexe de Koszul gCnCrique L’ (2.2) et son 
“dual” Hdn(L’) ont une cohomologie saris torsion. 
Dans le cas OIYI r = n, correspondant & la thkorie classique du rksultant, il est 
possible d’expliciter davantage T, la dualit pour sa dksingularisation canonique, 
et un sysdme d’kquations du lieu de ses points B singularit& pires que rationnelles 
[3]. J’espkre pouvoir faire une Ctude dans le cas gCnCra1 dans un prochain 
article. 
1. G. HERMANN, Die Frage der endlich vielen Schritte in der Theorie der Polynomideale, 
Math. Ann. 95 (1926), 736-788. 
2. A. HURWITZ, ifber die Trlgheitsformen eines algebraischen Mod&, Ann. Il/iTath. 
Pura A&d (3) 20 (1913). 
3. J. P. JOUANOLOU, Sing&rites rationnelles du rtsultant, Pub. IRMA 1978, in “Compte- 
rendus du colloque de gCom&rie algCbrique de Copenhague 1978,” Springer Lecture 
Notes No. 732, Springer-Verlag, Berlin/New York. 
4. H. KAPFERER, “Uber Resultanten und Resultanten-Systeme,” pp. 179-200, Sitzungs- 
berichte Bayer. Akademie Miinchen, 1929. 
5. D. LAZARD, Algkbre lineaire sur K[X, ,..., X,] et elimination, Bull. Sot. Math. France 
105 (1977), 165-190. 
6. B. L. VAN DER WA-EN, “Moderne algebra II,” 2e Cd., Chap. 11, Springer-Verlag. 
Berlin. 
